Gesetze der grofien Zahlen
Anton Klimovsky

Grenzwertsitze fiir die Summen der ZV. Schwaches Gesetz der grofien
Zahlen. Konvergenz in Wahrscheinlichkeit (Stochastische Konvergenz).
Starkes Gesetz der groflen Zahlen. Fast sichere Konvergenz. Indika-
torfunktion. Ergodensatz (= Gesetz der grofien Zahlen fiir Markov-
Ketten).

Grenzwertsétze spielen in der Stochastik eine zentrale Rolle. Oft
besagen solche Sitze, dass viel von scheinbarem Zufall oft viel Struk-
tur' zeigt.

Hauptsichlich werden wir uns mit den Grenzwertsétzen fiir die
Summen der ZVen beschiftigen. Dabei kann man denken an den
Gesamteinfluss (die Summe), der additiv aus vielen zufalligen Ein-
fliissen (Summanden) besteht.

Summen der ZVen

Sei {X;}?, eine Folge der ZVen auf einem WRaum (Q), A, IP). Be-
trachte die partielle Summen:

n
Spi=X1+Xo+...+ Xy =) X (1)
i=1

Solche Summen tauchen in vielen Kontexten auf. Vergleiche die
Irrfahrt.

Definition o.1 (Empirischer Mittelwert). Der empirische Mittelwert ist
die folgende ZV

R, = %sn. 2)
Ist E[X;] = E[X3] = ... = E[X,] = u < 00, so gilt
E[X,] = p. (3)

FrRAGE: Wie verhilt sich S, fiir n gro8? Kann man erwarten, dass®

SpRp-n 4)

ist? Wie grofs sind die Schwankungen von S,,?

EINE ANTWORT liefern die Grenzwertsitze fiir die Summen der
ZVen.
Grenzwertsitze sind niitzlich weil:

¢ Sie eine approximative Analyse der ZV S, erlauben.

¢ Sie eine wichtige Rolle in der Statistik spielen, sobald man genti-
gend Daten3 hat.

*Und diese kann man geschickt ausnut-
zen.

2in einem geeignetem Sinne
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Abbildung 1: Die Grafik einer Reali-
sierung des empirischen Mittelwerts
X, (w) in Abhéngigkeit von der Anzahl
der Miinzwurfen n. (Dies ist eine Simu-
lation des Bernoulli-Experiments mit

der Erfolgswahrscheinlichkeit 0,5.)
3D.h. n groff genug in (1).



Schwaches Gesetz der grofien Zahlen

Wir erinnern uns an das folgende Theorem aus der ersten Halfte der
Vorlesung.

Theorem o.1 (Schwaches Gesetz der grofien Zahlen). 4

Sei {X;}$2, eine Folge der unabhiingigen identisch-verteilten> Zufallsva-
riablen® auf dem Wahrscheinlichkeitsraum? (Q, A,P) mit E [X;1] = p <
00,

Dann gilt

. 1 ¢
,}gf;ﬂ’{|ni_21xn—”

>s} =0 fiirallee > 0. (5)

IN WORTEN bedeutet Theorem o.1 Folgendes. Unter den Voraus-
setzungen von Theorem 0.1 konzentriert sich die Verteilung des
empirischen Mittelwerts stark in der e-Umgebung um den theoretischen
Erwartungswert y. Sie tut dies fiir alle e > 0.

Definition 0.2 (Konvergenz in Wahrscheinlichkeit (= stochastische
Konvergenz)). Sei {Y;}?°, eine Folge der ZV und Yo eine ZV auf dem
WRaum (Q, A, P). Die Folge {Y;}% | konvergiert in WahrscheinlichkeitS,
falls

Ve > 0: JEI;OP{|Y”—Yw|>s}:O. (6)

NotaTtion. Falls (6) gilt, schreibt man
Yy — Yoo @)

Eine recht niitzliche ZV?9 ist wie folgt definiert.

Definition 0.3 (Indikatorfunktion). Sei A C Q, wobei (Q), A, IP) ein
WRaum ist. Die Funktion 14: QO — IR heif$t Indikatorfunktion des
Ereignisses A, falls

Ly(w) 1, weA ®)
w) =
A 0, weO\A.

BEMERKUNG. Die Indikatorfunktion ist eine handliche ZV. Man kann
z.B. leicht den Erwartungswert fiir sie ausrechnen:

E[l4]=1-P(A)+0-P(Q\ A) =P(A). (9)

Example 0.1 (Wahrscheinlichkeiten und Haufigkeiten). Sei A € A
ein Ereignis im Kontext eines zufiilligen Experiments. Sei p := P(A) die
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4= schwaches GGZ wurde von schwei-
zerischen Mathematiker Jakob Bernoulli
in seiner Arbeit “Ars Conjectandi”

(von lat. Kunst des Vermutens, also
Stochastik) bewiesen.

Abbildung 2: Jakob Bernoulli (1655-
1705)

5=u.iw

6=27ZV

7= WRaum

8 alternativ sagt man: “konvergiert
stochastisch”

9 Sie erlaubt uns Aussagen {iber Er-
eignisse mit den Aussagen iiber ZVen
kompatibel zu machen.



Wahrscheinlichkeit dieses Ereignisses. Betrachte eine Folge aus n unabhin-
gigen Wiederholungen des Experiments A1, Ay, ..., Ay € A und sei X, der
Zeitanteil, in dem das Ereignis A vorkommt. Es gilt

Xn:%(]lA1+]1A2+...+]1An). (10)
Dank (9) gilt E[14,] = p. Das schwache Gesetz der grofien Zahlen ist
anwendbar und zeigt, dass fiir grofies n der empirische Mittelwert sehr
wahrscheinlich in der e-Umgebung von p liegt. Sehe Abbildung 1.

Grob gesagt erlaubt uns dies zu schlieflen, dass der empirische Mittelwert
eine Abschiitzung von p liefert™°.

Alternativ ist dies ein Schritt in die Richtung der Interpretation der
Wahrscheinlichkeit von A als die Frequenz von A in einer Experimentense-

rie.

Ergodensatz

Fiir Markov-Ketten gilt GGZ auch und heifit Ergodensatz.™*

MAaRrkov-KETTEN sind Folgen der Abhidngigen ZVen, deswegen ist
das schwache GGZ fiir sie nicht direkt anwendbar!

Definition 0.4 (Ergodische Markov-Kette). Eine Markov-Kette {X;}%°
mit einer Ubergangsmatrix P heifdt ergodisch, falls die entsprechende n-
Schritt Ubergangswahrscheinlichkeiten konvergieren gegen eine nicht-
triviale Verteilung konvergieren™:

Vj: lim P.(;.” =71 > 0. (11)

n—oo b

Theorem o.2 (schwacher Ergodensatz = schwacher GGZ fiir Marko-
v-Ketten). Sei {X;}?°, eine ergodische Markov-Kette auf dem Zustands-
raum S mit der Ubergangsmatrix P. Definiere den empirischen Zeitanteil,
den die Markov-Kette im Zustand A C S nach n € IN Schritten verbracht
hat:

vn(A) = % (Aa(X)) + ... +14(X0)), ACS. (12)
Dann gilt
un(A) = 7(A). (13)

Insbesondere impliziert (13), dass fiir alle beschrinkte Funktionen f: S —
R die Konvergenz

FX) = L f(s)m{s) (14)

S|
'r']S

Il
—

gilt.
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*° Dies ist ein Link zur Statistik —

ein Teil der Stochastik, der sich mit
den empirischen Daten beschiftigt.
Statistik entwickelt Methoden die
(unter den Modelannahmen) einige
Schlussfolgerungen aus den Daten
ermoglichen, wie z.B. Abschédtzungen
fiir die unbekannte Parametern.

" von griech. ergon (“Energie, Arbeit”)
+ odos (“Pfad, Weg”). Diese (etwas
ungliickliche) Terminologie stammt von
bedeutenden 6sterreichischen physiker:

Abbildung 3: Ludwig Boltzmann (1844-
1906)

2 Nicht-trivial heifst hier, dass fiir alle j:
T > 0 gﬂt.



NoTtaTIioN. Fir die rechte Seite von (14) benutzt man die Notation

7elf].

IN WORTEN ist die rechte Seite von (14) der Erwartungswert von f
beztiglich 7t. Die linke Seite von (14) ist ein Mittel tiber die Zeitperiode
von i = 1 bis i = n von den Beobachtungen® f(X;) unserer Markov-
Kette.

ERGODENSATZ BESAGT: “das Zeitmittel (linke Seite) konvergiert ge-
gen das Zustandsmittel (rechte Seite)”, s. (14).

EINE LANGE STICHPROBE unserer Markov-Kette (linke Seite) appro-
ximiert das Gleichgewicht (rechte Seite), s. (14).

MARKOV-KETTE ist eine Folge der abhingigen ZV. Deswegen ist Theo-
rem o.1 nicht direkt anwendbar!

Proposition 0.1 (Ergodische Markov-Ketten konvergieren geome-
trisch schnell ins Gleichgewicht). Sei { X} eine ergodische Markov-
Kette. Dann gilt

e (0,1): |p}) —m < Co. (15)
Proof of Theorem 0.2. Sei s, s; € S. Wir mdchten zeigen, dass
Ve > 0: P{|va{j} — i >8|X1:s]-}n_7>00. (16)
Die Ungleichung von Tschebyscheff liefert

lEn._'ZX:i
P} - | > Xy = s} < SN2 IEIRZS]

Es bleibt z.Z., dass

Ellva{j} - m* | X1 =] — 0. (18)

In der Tat gilt

. 1 L
Ellva{j} — mj]* | X1 =s;] = E [ Ly (Xi) — mil* | Xy =s;
=

1 n n (k l)
=2 Y ) mii
k=11=1
(19)
wobei
k,1
m) = B[y (X)L, (X)) | Xo = s1] - mE[Ls,(Xy) | Xo = 1

— e[l (X)) | Xo = s;] + 717 (20)

s k l
= pl(,].) p](’t.) — njpl(,]-) - 7'(1'}75.]-) + 7T]2;
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3 Eine Beobachtung ist eine Funktion
f:+S — R auf dem Zustandsraum.
Denn oft beobachtet man in den Experi-
menten nicht den Gesamtzustand vom
System, sondern eine Funktion (ein
Parameter) davon.



wobei s = min{k,/} und ¢t = |k —I|.
Nach Proposition o.1 gilt

pi = +e(’;) |£§7)\ < Cp" (21)

i

(n)
]
Deswegen gilt

< C(p* +p" +p"+ ). (22)

1 & C 1 _
= 2 Zmi(,];'l) <= 2 2(405 +ot+oF+oy=0n"") — 0. (23)

n—oo

O

Theorem o.3 (Ergodensatz, starke Formulierung). Sei {X,}5 ; eine
irreduzieble und aperiodische Markov-Kette mit der stationdrer Verteilung
T € M1(S). Fiir jede Funktion f : S — R gilt

lim LY F(X) = 7lf], f. (24)

— :
n oonl:_1

MAN KANN ZEIGEN, dass fiir eine ergodische Markov-Kette die
ZVen Xj, X; mit |k — I| groB “fast unabhéngig” sind. Dies ist eine
Begriindung, warum der GGZ fiir ergodische Markov-Ketten gilt.

Wie kann man numerisch einen Erwartungswert ausrechnen?

ProBLEM. Wie kann man fiir 7 € M;(S) und f: S — R den Erwar-
tungswert 7[f] numerisch ausrechnen?

ANTwWORT: Mittels MCMC und Ergodensatzes! Man kann z.B. mit
dem Metropolis-Hastings-Algorithmus eine Realisierung™+

{x; == X;(w)}!,, firirgendein w € O (25)

der Markov-Kette {X;}” ; erzeugen. Um dann 7t[f] zu schétzen,
kann man einfach die linke Seite von (14) an der erzeugten Realisie-
rung {x;}" , auswerten und der Ergodensatz liefert'>

LY fl) ~ sl (26)
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4 Eine Realisierung einer ZV X ist ein
Wert x = X(w) fiir ein gegebenes
we .

'5 Eine schwierige Frage hier ist: Wie
grof soll n in (26) sein?
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Starkes Gesetz der grofien Zahlen

Starkes GGZ ist auch eine Aussage tiber die Konvergenz vom empi-
rischen Mittel gegen den Erwartungswert. Allerdings ist dabei die
Konvergenzart eine andere.

Theorem o.4 (Starkes Gesetz der grofien Zahlen). Unter den Vorausset-
zungen vom Theorem o.1 gilt

]P{weQ: nlgrolo)_(n(w):y}zl (27)

IN WORTEN bedeutet starkes Gesetz der grofien Zahlen, dass fiir fast
alle Realisierungen des Zufalls der empirische Mittelwert einer Folge
der unabhingigen identisch verteilten ZV konvergiert gegen den
Erwartungswert von einem einzelnen Summand.®

Definition 0.5 (Fast sichere Konvergenz). Sei {Y;}{, eine Folge der ZV
und Yoo eine ZV auf dem WRaum (Q), A, P). Die Folge {Y;}?° | konvergiert
fast sicher (f.5.)'7, falls es ein sicheres Ereignis'® A € A existiert, so dass

Yw € A: nlgrc}O Yn(w) = Yoo (w). (28)

NoraTIoN. Falls (6) gilt, schreibt man'®

(29)

(30)

DIE FAST SICHERE KONVERGENZ ist nichts anderes als eine punktwei-
se Konvergenz®® auf einer Menge der vollen Wahrscheinlichkeit.

D1 KONVERGENZ FUR FAST ALLE REALISIERUNGEN DES ZUFALLS
ist eigentlich das, was wir in der Simulation auf der Abbildung 1
beobachten.

MAN KANN ZEIGEN, dass

f.s. Konvergenz = Konvergenz in Wahrscheinlichkeit
(31)

Konvergenz in Wahrscheinlichkeit #- f.s. Konvergenz (32)

Damit ist die f.s. Konvergenz eine stirkere Konvergenzart als die
Konvergenz in Wahrscheinlichkeit.

16 Philosophisch bringt diese Bot-

schaft die ExperimentatorInnen und
TheoretikerInnen zusammen: der Mit-
telwert von Beobachtungen aus einem
Experiment konvergiert gegen den
theoretischen Erwartungswert fiir fast
alle Realisierungen des Experiments

als wir mehr und mehr Beobachtun-
gen machen. So kann man von den
Beobachtungen auf die Wirklichkeit
schliefien.

7 alternativ sagt man: “konvergiert mit
Wahrscheinlichkeit eins”.

®Dh. P(A) =1.

9 Statt “f.s.” schreibt man auch “IP-f.s.”,
wenn es nicht klar ist, welches WMaf in
(28) gemeint ist.

* Punktweise Konvergenz soll aus der
Analysis bekannt sein.



D1e KONVERGENZ IN WAHRSCHEINLICHKEIT (Definition 0.2) bein-
haltet den Grenziibergang n — oo aufserhalb des P-Symbols. Al-
lerdings steht der Grenzwert in der f.s. Konvergenz (Definition o0.5)
innerhalb des IP-Symbols, was (intuitiv) eine stirkere Aussage dar-
stellt.

SICHERES ERGEIGNIS A von der Definition o.5 hdngt von unendlich
vielen ZVen {X,}?> ; ab. Allerdings nich ganz stark. Der Grenz-
wert limy, . X;; hdngt nur davon ab, was fiir grofies n geschiet. Also
héngt das Ereignis A nur davon ab, was mit der Folge {X,,}7° ; im
Unendlichen passiert.

Proof of Theorem 0.4. Einfachheitshalber fithren wir den Beweis unter
einer stirkeren Voraussdtzung als angekiindigt>':

E [Xﬂ < oo0. (33)
0.B.d.A. kénnen wir annehmen, dass E[X;] = 0.22 Wir méchten
zeigen, dass

E|), Pl B (34)
i=1

Es gilt

agh

E [Sﬂ - i i i E [Xilxizxi3Xi4] (35)

11:1 12:1 13:1 i4 1

Beachte, dass es viele Summanden in (35) gibt, die gleich 0 sind.
Z.b. falls 77 is nicht gleich iy, i3 und i4, dann wegen der Unabhingig-
keit

E(X;, Xi, Xi, X;,] = E[X;,]E [X;, X;,X;,] = 0. (36)

Deswegen muss man in (35) nur die Terme von der folgenden zwei
Bauarten betrachten: ]E[X;L1 | (es gibt n Stiick davon) und

E[X} X7]. (7)

Summanden (37) bekommt man in den folgenden Fallen: iy = iy #
i3 = iy, i1 = i3 # ip = iy oder iy = iy # i = i3. Deswegen gibt es
insgesamt 3n(n — 1) Termen dieser Bauart. Somit

E [Sh] = nE[X*] +3n(n — 1)E[X}X3] = O(n?). (38)

Deswegen gilt %]E[Sﬁ] = O(n2). Demzufolge gilt (34). Insb. heif3t
(34), dass?3
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21 Diese annahme heif$t: “Existenz von
den vierten Momenten”. Ohne diese
Annahme ist der Beweis etwas ldnger.

22 Betrachte sonst statt X; die zentrierten
ZVen Y; := X; — p. Fiir diese gilt
E[Y;] = 0.

23 Warum?
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Yy Sy <o fs. (39)
i=1

Somit S# — 0 f.s. und schlielich S, — 0 f.s.
n—0 n—0

LITERATURHINWEISE: Kapitel 11 aus Ref.?+  Gotz Kersting and Anton Wakolbin-
ger. Elementare Stochastik. Springer,
2010
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