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Erzeugende Funktionen. Momenterzeugende Funktionen. (Characteri-
stische Funktionen). Beweis vom ZGS.

In diesem Abschnitt werden wir einige niitzliche analytische Werk-
zeuge kennen lernen. Diese werden uns helfen den ZGS zu beweisen.

Erzeugende Funktionen

Definition 0.1 (Momente). Sei X eine ZV. Wir sagen, dass

E[X" e RUco, neN (1)
das n-te Moment von X ist*. ! Alternativ sagt man: “das Moment der
Ordnung n”.
Definition o.2 (erzeugende Funktion). Sei X eine ZV mit Werten in Z
und sei px (k) := P{X = k} die Wahrscheinlichkeitsfunktion von X. Wir
sagen, dass
= k
G(z) :=E[*] = ) px(k)z", |z <1 ©)
k=0

eine erzeugende Funktion fiir die ZV X ist.
Theorem 0.1 (Wahrscheinlichkeiten und Momente). Es gilt
(a) (Wahrscheinlichkeiten) el (0) = klpx (k) fiirk € Z .2 2 Somit kann man die ganze Verteilung

von X aus Gx gewinnen! Dies erklart

(b) (Momente) G(1) =1 und G®) (1) =E[X(X—1)...(X = k+1)] fiir den Namen “erzeugende Funktion”.

ke N3 3 Auf diesem Wege kann man alle
Momente der ZV ausrechnen, wenn
Beweis. (a) und (b) bekommt man durch eine direkte Rechnung aus man deren erzeugende Funktion kennt.
der Definition o.2. O

Example o.1. Aus Theorem o.1 (b) folgt E[X] = G'(1), Var[X] =
G"(1) +G'(1) = (G'(1))

Theorem o.2 (Eindeutigkeitssatz fiir erzeugenden Funktionen). Sei
X, Y zwei ZV mit Gx = Gy. Dann sind X und Y identisch verteilt.

Beweis. Aus Theorem o.1 (a), folgt dass px(k) = py(k) fir alle k €
Z.. O

ERZEUGENDE FUNKTIONEN sind extrem niitzlich, wenn man mit den
Summen von unabhingigen ZVen arbeitet.
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Theorem o0.3 (Erzeugende Funktion der Summe von unabhédngigen
ZV). Sei X und Y zwei unabhingige ZVen. Dann gilt

Gx1y(z) = Gx(2)Gy(z), |z <1. €)
Beweis.
Gxyy(z) = E[zXY] = E[z%2"]
_ [Unabhangigkeit] = EXE[2] = Gy (2)Gy(2).
O]

Example 0.2 (erzeugende Funktionen fiir einige diskrete Verteilun-

gen).
* (Bernoulli-Verteilung.) Sei X ~ Bernoulli(p). D.h.
P k=1,
k) = (5)
px (k) {1—;7 k0. 5
Dann gilt Gx(z) =1 —p + zp.
e (Binomial-Verteilung.) Sei X ~ Bin(n,p). D.h. px(k) = (")p*(1 -
p)" K. Dann gilt Gx(z) = (1—p +zp)".
e (Poisson-Verteilung.) Sei X ~ Pois(A). D.h. px (k) = AXexp(—A)/k!
fiir k € Z.. Dann gilt Gx(z) = eV,

o (Geometrische-Verteilung.) Sei X ~ Geom(p). D.h. px(k) = (1 —p)p*

fiirk € Z. Dann gilt Gx(z) = 11__}52.

Theorem o.4 (Stabilitidt der Poisson-Verteilung). Sei X ~ Pois(Aq)
undY ~ Pois(Ay) zwei unabhingige Poisson-verteilte ZV. Dann gilt
Z =X+Y ~ Pois(A1 + Ay).

Beweis. Es gilt
Gz(z) = Gx(2)Gy(z) = eMEDeh(z-1) = o(hitA2)(z=1) (6)

Somit ist Gz(z) die erzeugende Funktion einer Pois(A; + A;)-Verteilter
ZV. Theorem 0.1 (a) liefert, dass Z ~ Pois(Aq + A3). O

EiN NACHTEIL DER ERZEUGENDEN FUNKTIONEN ist, dass diese
nur fiir die Z -wertige ZV definiert sind. Wie konnen wir mit den
stetigen Verteilungen verfahren?
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Momenterzeugende Funktionen

Definition 0.3 (Momenterzeugende Funktion). Sei X eine ZV. Wir
sagen, dass

Mx(t) := E[e'*] € (0, 4], t€R. ) : oo
Abbildung 1: Pierre-Simon Laplace
(1749-1827) franzosischer Mathematiker
und Astronom.

4 Alternativ sagt man, dass My die
Laplace-Transformierte von X ist.

die Momenterzeugendefuntion* von X ist.

BEMERKUNG. Die momenterzeugende Funktion kann sehr wohl den
Wert +co annehmen. Dies geschieht z.B., falls X eine stetige ZV mit
der Dichtefunktion fx ist, die langsamer als exponentiell fiir x — 400
abfallt.

Definition 0.4 (Pareto-Verteilung). Sei X eine ZV mit der Wahrschein-
lichkeitsdichte

Ao, xe [l o),

0, sonst,

f(x):= 8)

wobei & > 0 ist. Wir sagen, dass die ZV X die Pareto-Verteilung mit der
Potenz « hat.

Example 0.3. Sei X eine ZV mit der Pareto-Verteilung mit der Potenz .
Dann Mx(t) = +oo fiir t > 0, da der polynomiale Abfall der Dichtefunkti-
on (8) gegen dem exponentiellen Wachstum von e'*, fiir t > 0, als x — oo
verliert.

BEMERKUNG. Man kann die momenterzeugende Funktion Mx (t)

t

einer Z -wertigen ZV durch die Substitution z = €' aus der erzeu-

genden Funktion Gx gewinnen, falls Gx(z) < oo.

Proposition 0.1 (Zusammenhang zwischen erzeugenden und mo-
menterzeugenden Funktionen). Sei X eine Z-wertige ZV. Sei Gx die
erzeugende Funktion von X mit Gx(z) < oo fiir |z| < r. Dann gilt

Mx(t) = Gx(e'), |t| <log(r), ©)
wobei My die momenterzeugende Funktion von X ist.
Beweis. Es gilt
Mx(t) = E[e'*] = E {(et)x} = Gx(e'), fure' <r. (10)
O

Theorem o.5 (Rechenregeln). (a) Sei Y = aX + b. Dann gilt My (t) =
ethX(at), wobei X ist eine ZV und a,b € R sind konstant.
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(b) Sei X,Y zwei unabhiingige ZVen. Dann gilt Mx .,y (t) = Mx(t)My(t),
fiir t € R mit Mx (1), My (t) < oo.

Beweis. (a) Direkt nachpriifbar aus der Definition.
(b) Mxiy(t) = E[eX+V)] = E[eXel] = E[eX]E[e"] =
Mx (£) My (t). 0

BEMERKUNG. Die Momente einer ZV konnen unendlich sein.

Example 0.4 (Momente der Pareto-Verteilung). Sei X Pareto-Verteilt
mit dem Parameter w. Es gilt

o ® 0 ® <oo, n<uw
IE[XH] :A X”de :A de = (11)

=00, sonst.

Folgender Satz erklart den Namen “momenterzeugende Funkti-

”

on .

Theorem 0.6 (Zusammenhang mit Momenten). Sei Mx(t) < oo fiir
|t| < to fiir irgendein ty > 0. Dann gilt:

(@) Mx(t) = Lo t"E[X*] /k! < oo fiir alle |t] < to.
®) MP(0) = E[X¥].

Beweis. Fiir (a) konnen wir uns die Taylor-Reihe von e'X bzgl. t-
Variable bei t = 0 anschauen:
00 tk Xk
e = 2 G It] < to. (12)
k=0
Diese konvergiert, da Mx(t) < oo. Es bleibt z.Z., dass wir den E-Wert
und die ) ; vertauschen konnen. Dies folgt aus einem sehr niitzlichen
Satz der majorisierten Konvergenz. (Spater mehr dazu.)
Fiir (b) konnen wir uns die folgende Identitdt anschauen:

dk
@efX =Xke!X, kezZ,,teR. (13)

Insb. gilt fiir t =0
dk

tX _ vk
@e |t:0_X’ keZ,. (14)

Es bleibt z.Z., dass wir den E-Wert und die Ableitung 3—; Vertau-
schen koénnen. Die folgt auch aus den oben genannten Satz der majo-
risierten Konvergenz. O

Theorem o.7 (Eindeutigkeitssatz/Umkehrsatz). Sei X und Y zwei ZV
mit Mx (t) = My (t) fiir |t| < tq fiir irgendein tg > 0. Dann gilt X ~'Y.

4
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Ohne Beweis.

Theorem 0.8 (Stetigkeitssatz). Sei {X,}°°_; eine Folge von ZVen und

n=1

Xeo eine ZV, so dass Mx, (t) und {Mx, (t)}}_, endlich fiir alle t| < to
fiir irgendein ty > 0 sind. Ist M, (t) v Myx_ (t) punktweise fiir alle
|t| < to, so gilt

X, 25 Xeo. (15)

n—oo

Ohne Beweis.

Example 0.5 (Momenterzeugende Funktion fiir die Gaufs’sche Vertei-
lung). Sei X ~ N(0,1). Dann gilt

Mx(t) = E[e'¥]
= /]Rexp(tx)\/lzinexp <_x22> dx

2 2 2
— 2t t-—1t
X X+ )dx

1
_\/Z?/Rexp(— 5

2 x —t)2
—exp<t2)\/;7r/ﬂzexp<—( 2t) )dx

=1
tz
= eXp <2) .

Theorem o.9 (Stabilitit der Normalverteilung). Sei X ~ N ( ;41,(712)

(16)

und Y ~ N (p2,0%) zwei unabhéngige ZV. Dann gilt
X+Y ~ N (i + po, 03 + 03). (17)
Beweis. Es gilt
Myxy(t) = [Unabhéngigkeit, Theorem 0.5 (b)] = Mx () My (t)

= [(16), Theorem 0.5 (a)] = ef1t01t*/2gi2t+0312/2 (18)

— olmtm)t+(of+03) /2.

Aus (16) und Theorem o.5 (a) folgt, dass die rechte Seite von (18)
die momenterzeugende Funktion von N (y1 + pip, 07 + 03) ist. Nach
Theorem o.7 muss dies die Verteilung von X + Y sein. O

Example 0.6 (Momenterzeugende Funktionen fiir einige stetige Ver-
teilungen).

* (Gleichverteilung.) Sei X ~ Uniform(a,b). Dann gilt Mx(t) = ‘;S(Z:‘f;
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e (Exponentialverteilung.) Sei X ~ Exp(A). Dann gilt Mx(t) = &,
s < A, weil

[e9) A [e9)
— tX] tx ,—Ax _ tx ,—Ax
Mx(t) = Ele ]—/0 ee dx_)\—t/o e%e Mdx
A 1
At (19)
+o00, sonst.
o (Gauf¥'sche Verteilung.) Sei X ~ N (p,0?). Dann gilt
My = exp(ut + 0?t2/2). (20)

Diese Formel folgt aus (16) und den Rechenregeln (Theorem 0.5).

Beweis vom ZGS

Wir werden den Beweis unter einer zusitzlichen Annahme fiihren.

ZUsATZLICHE ANNAHME. Sei E[e0X]] < oo fiir irgendein t; > 0.
Dann gilt Mx(t) < oo fiir alle |t| < to. Diese Annahme ist viel starker
als nur die Existenz vom zweiten Moment, die eigentlich fiir den ZGS
gentigt.

Beweis vom ZGS. Sei Y; := X; — p. Dann gilt E[Y;] = 0 und Var[Y;] =
o2. Sei My, die momenterzeugende Funktion von Y;. Wir machen

eine Taylor-Entwicklung von MYl (t ) um t = 0:5 5 Hier und weiterhin benutzen wir die

“0O”-Notation (auch Landau-Notation

6

, 2 0 5 genannt): Fiir zwei reelwertingen
My, (t) = My, (0) + tMY1 (0) + fMyl (0) + o(t7) Folgen {a,}%_; und {B,}5_, schreiben
) 2 wir ay o o(Bn), falls &y, = ¢ fBn,
=1+ t]E[Yl] +L Var[yl] +0(t2) (21) wobei ¢, rH—Q)o 0. Analog schreiben wir
\6—/ 2 H/Z—/ an = O(Bn), falls a, = ¢, By, wobei ¢y,
= =0

5 eine beschrankte Folge ist.
t
=1+ 5(72 + o(t?).
Sei Z, := (S, — un)/(o/n). Dann gilt

-5 (2

_E|T HXe — )
=E gexp ( o )]
= [Unabhiéngigkeit] = My, <a\t/ﬁ) ' (22)

— = (1 tz 2 !
=[(21)] = ( + m +o(t ))

t2
,:oéexp(z)'
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Die letzte Zeile in (22) ist die momenterzeugende Funktion von
N(0,1), s. (16). Somit folgt aus dem Stetigkeitssatz (Theorem 0.8)

D
ZTZ n_)*go ZOO/ (23)

wobei Ze ~ N(0,1). O

Exponentiell kleine Wahrscheinlichkeiten

Momenterzeugende Funktionen spielen eine wichtige Rolle in der
Theorie der grofsen Abweichungen. In dieser Theorie studiert man
quantitative Verfeinerungen vom GGZ.

Als Beispiel betrachten wir die Abweichungen einer einfachen
Irrfahrt von der Ursprung.

n
Sp = Z Xi/ (24)
i=1

wobei X; sind u.i.v. Schritte von unserer Zufallswanderer. Wir neh-
men an, dass

P{Xi =1} =P{X, = -1} = . (25)

Die Tschebyscheff-Ungleichung liefert

P{|Xy| > x} = P{|Sy| > nx} < V&r){jz] _ % (26)

In WORTEN heift (26), dass die Wahrscheinlichkeit einer Abwei-
chung der Irrfahrt von der Ursprung nach n Schritten fiir mehr als
nx fallt mindestens umgekehrt proportional mit # (und x2) ab. Ist
diese Abschétzung scharf? Fillt womoglich die Wahrscheinlichkeit
einer groffen Abweichung in der linken Seite von (26) in Wirklichkeit
schneller als die rechte Seite?

FRAGE. Ist die Tschebyscheff-Ungleichung (26) scharf?
Die TscHEBYSCHEFF-UNGLEICHUNG benutzt nur das zweite Mo-

ment. Nun versuchen wir eine Abschitzung fiir die linke Seite von
(26) mit Hilfe der momenterzeugenden Funktion zu erhalten. Es gilt

2
]E[etxl} _ %(et +e_t) = cosht < exp <t2) . (27)
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Fur ¢t > 0 gilt

P{S, > nx} = P{exp(tS,) > exp(tnx)}
E[exp(tSy)]

< - i <
< [Markov-Ungleichung] < exp (1)

Elexp(tX1)] " 2
= 0= _— < — .
[Unabh.] ( oxp(Fx) <exp(n(t/2—tx))
(28)
Nun kénnen wir das beste ¢ in (28) auswihlen®:
argmin(t?/2 — tx) = x (29)
teR
Demzufolge
P{S, > nx} < exp (—nxz/Z) . (30)
Da X symmetrisch ist, gilt
P{S, < —nx} < exp (—nxz/Z) . (31)
Zusammenfassend gilt
P{|X,| > x} <2exp (—nx2/2) . (32)

Verglichen mit (26) ist die Abschitzung (32) viel scharfer: die Abwei-
chungswahrscheinlichkeit fallt mindestens exponentiell fiir 1 — oo
und/oder x — oo ab.

Charakteristische Funktionen

Ein Nachteil von den momenterzeugenden Funktionen ist, dass diese
den Wert +oo annehmen kénnen. Um dieses Problem umzugehen
benutzt man die charakteristische Funktionen.”

Definition 0.5 (Charakteristische Funktion). Sei X eine ZV. Wir sagen,
dass

xx(t) == E[e"*] = E[cos(tX)] + iE[sin(tX)] (33)

eine charakteristische Funktion von X ist, wobei i = +/—1.

BEMERKUNG. Da |e/X| = 1 fur alle t € R, ist der Erwartungswert in
(33) immer endlich und |xx(t)| <1 fir t € R.

Theorem o.10 (Zusammenhang der momenterzeugenden und cha-
rakteristischen Funktionen). Sei My die momenterzeugende Funktion
einer ZV X mit Mx(t) < oo fiir |t| < tg fiir irgendein ty > 0. Dann kann
man die charakteristische Funktion von X folgendermafien berechnen:

xx(t) = Mx(it), teR. (34)

® Notation argmin, F(x) heifdt
der Minimierer von F(x). Also
gilt argmin F(x) = x*, wobei
min F(x) = F(x*).

Abbildung 2: Jean Baptiste Joseph
Fourier (1768-1830) franzgsischer
Mathematiker und Physiker.

7 Alternativ nennt man xx die Fourier-

Transformierte von X.
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BEMERKUNG. Man kann zeigen, dass dhnliche Rechenregeln (Theo-
rem o0.5) und Stetigkeits- und Umkehrsitze (Theorem 0.8, 0.7) auch
fiir die charakteristische Funktion gelten.

Theorem o.11 (Umkehrformel/Eindeutigkeitssatz). Sei X eine stetige
ZV mit der Dichte f: R — R und xx: R — R die charakteristische
Funktion von X. Dann gilt

(a) (Fourier-Transformation) xx(t) = [ e/ f(x)dx.

(b) (Inverse Fourier-Transformation) f(x) = 5 [ e ™ xx(t)dt.

Verteilung der Summe Unabhingigen ZV: Faltung

Seien X und Y zwei unabhingige ZV jeweils mit Verteilungsfunktion
FX und Fy.

FRAGE. Was ist die Verteilung von Z = X 4+ Y?

Theorem o.12 (Dichte fiir die Summe von unabhédngigen stetigen
ZVen). Sei X und Y zwei unabhingige ZV jeweils mit der Dichte fx und
fy. Sei Z = X +Y und sei f7 die Dichte von Z. Dann gilt

f2(2) = [ fe@)fe(z — x)dx. G5)
Beweis. Sei fx 7 die gemeinsame Dichte von ZVen X und Z. Es gilt

fx,z(x,z) = [Bayes’sche Formel] = fx(x)fzx(z|x)

(36)
= fx(x) fr(z — x).
Demzufolge gilt
fz(z) = /_o:ofx,z(xfz)dx' (37)
O

Definition 0.6 (Faltung). Die Dichte f; aus (35) heifst die Faltung von
fX und fy.

BEMERKUNG. Offensichtlich gilt

fx* fy = fr* fx- (38)

Somit kann man die Faltung als eine symmetrische und assoziative
Operation auf der Menge aller Dichten betrachtet werden.

BEMERKUNG. Das explizite Ausrechnen von fx * fy kann kompliziert
sein. Die Laplace- und Fourier-Transformationen bilden die Faltungs-
operation * in die gew6hnliche Multiplikation von Zahlen ab. Diese
Tatsache haben wir auch im Beweis vom ZGS ausgenutzt!

9
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Stabile Verteilungen

Wir haben gesehen, dass die Normalverteilung und die Poisson-

Verteilung stabil® sind (s. Theorem 0.9). Beide genannte Verteilungen $D.h. die Summe von zwei unabhéngi-
gen zentrierten Kopien der Verteilung
hat (bis auf eine Reskalierung) die
manden auf. gleiche Verteilung wie die Summanden.

tauchen als Summen von u.i.v. ZVen im Grenzwert von vielen Sum-

FrRAGE. Welche Verteilungen kénnen als der Grenzwert einer Summe
von n u.i.v. ZVen als n — oo auftauchen?

ANTWORT. Sei {X;}?, eine Folge von u.i.v. ZVen. Wir wéhlen p €

[0,1] und setzen g = 1 — p. Dann gilt n = pn + qn. Zusétzlich giltd 9 Hier benuzten wir die Notation
@n By, wenn es eine Folge {c,}$ ;
Lpn] adn pn. (40) mit ¢, —> 1 existiert, so dass
Demzufolge gilt &n = Cnfn- (39)
!/
S 550 Ston) & Slgn)- (41)

wobei S, = E}Ep:nlj X; und S/anJ = EZIH X;., wobei {X;}%2 4,

{X}}72; uiv. ZVen sind. Wir definieren die reskalierte Summen

1

1=

Zy = (Xk—]E[Xk]), n € N,

k

Il
MR

nr
(42)
7L

=

n

1=

(X; —E[X{]), neN.
k

Il
MR

Dann gilt fiir y > 0
1

~
n—oo nY

Zn (SLP"J —npE[Xq] + SIL!V!J - anE[Xi])

= a7 [ 7 s (Sipny = mpEDX) +an) 7 o (S — naEL)

:ZU"’J :Z/anj

/

= p,yZU’”J + q,yZanj'

(43)
Wenn Z,, in Verteilung gegen eine ZV Z., konvergiert, dann konver-
gieren die ZVen Z,,,,| und Z/L - auch (als Unterfolgen) gegen Z, in
Verteilung. Somit folgt aus (43), dass die Grenzwertverteilung Z., die

Eigenschaft haben muss, dass'® © Hier bedeutet die Notation X ~ Y,
dass X und Y die gleiche Verteilung
Lo ~ p'YZoo + (1 _ p)'ngo’ (44) haben.

wobei Z[, ist Unabhingig von Ze und Ze ~ ZJ,.
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Definition 0.7 (Stabile Verteilung). Verteilung von ZV Z heifit stabil (in
engerem Sinne), falls (44) fiir irgendein v > 0 und alle p € [0,1] erfiillt ist.

SoMIT haben wir gezeigt, dass nur die stabile Verteilungen als der
Grenzwert von Summen der u.i.v. ZVen auftauchen kénnen.

Example 0.7 (Normalverteilung). Ein Spezialfall von einem stabilen
Grenzwert haben wir im ZGS beobachtet. Im Fall von Var[X;] < oo muss
die Normierungspotenz <y = 1/2 sein. Die entsprechend reskalierte Summe
Sy konvergiert gegen die Standard-Normalverteilung N(0,1). Diese ist
stabil im Sinne von (44) mit v = 1/2.

FarLs DIE VARIANZ von Summanden X; unendlich ist'*, muss die
Potenz v # 1/2 gewdhlt werden. Die genaue Wahl von y hingt
davon ab, wie schnell die Wahrscheinlichkeit P{X; > x} fiir groBes x
gegen 0 konvergiert und ist somit verteilungsabhéngig.

Zusammenhang zwischen den Konvergenzbegriffen

f.s. P D
— = —|=>|— (45)

BEMERKUNG. Die Umkehrimplikationen gelten im Allgemeinen
nicht!

In den nachfolgenden Theoremen werden wir die Implikationen
(45) beweisen.

f.s. P

Theorem o0.13 ( —> | = | — )). Sei {X,}5_, eine Folge von ZVen mit

Xy 55 Xoo, wobei Xoo eine ZV ist. Dann gilt Xy —— Xeo.
n—oo n—o0
Beweis. Fiir beliebiges & > 0 gilt

1=P{IM = M(w,¢): Vn > M: |X, — Xoo| < €}

—P(U N {|xn—xm|<e}>

M n:n>M

= lim ]P( N {|Xn—Xoo|<e}>

M—o0
n:n>M (46)
< lim inf P{|X,; — Xe| < €}
M—con>M
< @P{|Xn_xw| <€}
n—00

< lim P{|X,, — Xo| < €}
n—oo
<1

Demzufolge gilt lim,, o P{| X, — Xoo| < e} = 1. 0O

1 Dies ist z.B. der Fall fiir die Summan-
den X; mit der Pareto-Verteilung fiir
a <2
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Example 0.8 ( L, e ‘ RN ‘). Sei (), A,IP) ein WRaum, wobei () :=

[0, 1] und P die Gleichverteilung auf [0, 1] sind. Wir definieren

1, welk2 ™, (+1)27F
Xp(w) = (47)
() 0, sonst, ¥

wobein = 2+ jmitk € Zy undj € [0,25 — 1] N Z. Setze X = 0.
Die Folge {IP{| X, — Xoo| > 0} },eN ist monoton nicht steigend und
P{|Xox|} = 2. Damit gilt limy,_,co P{|X,| > 0} = 0. Demzufolge

Xn n%; 0. Allerdings limy, 00 Xy (w) existiert nicht fiir alle w € Q, da

limy, 00 X (w) = 1 und lim,,_, . X,,(w) = 0.

Theorem 0.14 ( % = _% ). Sei {X,}5 , eine Folge von ZVen mit
n—oo n—oo

Xy -5 Xeo , wobei Xoo eine ZV ist. Dann gilt X, % Xeo.
n o0

n—o0

Beweis. O

Theorem o.15 (Rechenregeln fiir verschiedene Konvergenzarten). Sei

X}y, AYu )5, zwei Folgen von ZVen und Xeo und Yoo zwei ZVen.

(a) Ist X, L Xoo und Yy, L Yoo, s0 gilt Xy + Yy L Xeoo + Yoo und
n—oo n—oo n—oo

Xn Yy -5 Xeo Yoo

n—o0

(b) Aussage (a) gilt auch wenn wir darin| — |durch| — |ersetzen.

(c) Im Allgemeinen gilt Aussage (a) nicht, wenn wir darin | — |durch

= ersetzen. Sehe allerdings (d).

(d) [Satz von Slutsky] Ist X, n_%)o Xeo und Yy, ni)igo Yoo = ¢, wobei

c eine Konstante ist, so gilt X, + Yy % Xoo + Yoo und X, Yy, %
n (e ) n o0

XooYoo.
D . .
(e) X, j) Xoo = ¢, wobei c eine Konstante ist genau dann, wenn
n o0

X, 5 X

n—oo

C.
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