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Aufgabe 2.1 3 Punkte

Sei (Xn)nen eine Folge reelwertiger ZVen mit E[X,| = O fir alle n € IN. Sei (Yy)nenN
noch eine Folge reelwertiger ZVen mit der Eigenschaft, dass die o-Algebren ¢ (X,+1) und
o(X1,X2,..., Xu, Y1,...,Yy41) fiir alle n € N unabhingig sind. Man zeige: falls E[| X;Y)|] <
oo fiir alle k € IN ist, so ist die Folge

n
Zn:=Y XY, neN 1)
k=1

ein Martingal.
Hinweis: verwenden Sie die Rechenregeln fiir die bedingte Erwartung.

Aufgabe 2.2 Orthogonalitat von den Martingalzuwéchsen, 3 Punkte

Sei (Xy,)neN eine Folge reelwertiger ZVen mit X, € L?(Q, F,P). Definiere F, := (X, ..., X)
und S, = YL X;. Zeigen Sie, dass falls (S, ), ein Martingal bzgl. (F;,) ist, so gilt E[X; - X;] =
0 furallei #j € N.

Aufgabe 2.3 Likelihood-Quotient, 4 Punkte

Seien (X;)pen und (Yn)nen zwei Folgen von ZVen, so dass die gemeinsame Dichte von
{X;}!, durch f;,: R" — (0, +00) gegeben ist und die gemeinsame Dichte von {Y;}? ; durch
gn: R" — [0, +0c0) gegeben ist, n € IN. Zeigen Sie, dass die Folge (Z,),en mit

— gn(Xl;‘-an)
(X, X))

ein Martingal bzgl. F = (F,),en = 0(X) ist.
Hinweis: verwenden Sie die Definition der bedingten Erwartung. Insb. gentigt es z.Z., dass

Zn neN @)

/1:3 Z o1 (w0)P(dw) = /B Zu(w)P(dw), B F, neN. 3)

Aufgabe 2.4 Azuma-Hoeffding’sche Ungleichung, 4 Punkte
Man zeige:

(a) Ist X eine ZV mit |X| < 1 f.s., so gibt es eine ZV Y mit Werten in {—1,+1} und mit
E[Y | X] = X.

(b) Fir X wie in (a) mit E[X] = 0 folgere (mit Hilfe der bedingten Jensen’schen Unglei-
chung)

]E[e)‘X] < coshA < e)‘Z/z, fiir alle A € R. 4)



(c) Ist (My)nen, ein Martingal mit My = 0 und gibt es eine Folge (c¢i)renN nichtnegativer
Zahlen mit |M,, — M,,_1| < ¢, f.s. fiir jedes n € N, so gilt

E[e*] < exp <;)\2 i ci) . )
k=1

(d) Unter den Bedingungen von (c) gilt die Azuma-Hoeffding’sche Ungleichung:

2

x
P{|M,| > x} <2exp <_W
=1"k

) , faralle x > 0. (6)

Hinweis: verwenden Sie bei (d) die Markov’sche Ungleichung fiir f(x) = eMr (vergl. (c))
und anschlieffend wiahle das A € R optimal.
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