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Aufgabe 5.1 Quadratische Variation des gestoppten Prozesses, 4 Punkte

Sei X ein quadratintegrierbares Martingal mit quadratischen Variationsprozess (X) und sei
T eine Stoppzeit. Zeigen Sie: Der gestoppte Prozess X* hat den quadratischen Variazionspro-

zess (XT) = (X)T := ((X)unt)neN,-
Aufgabe 5.2 Konvergenz fast Uberall, 4 Punkte

Sei f € L'(A), wobei A die Einschrankung des Lebesgue-Mafles auf [0, 1] bezeichnet. Sei
Ly =[k27", (k+1)27") fir n € N und k € {0,...,2" — 1}. Definiere f,: [0,1] — R durch

Falx) = on fI kfd/\, falls k so gewdhlt ist, dass x € Iy ,,, )
T ), falls x = 1.

Zeigen Sie: Fiir A-fast alle x € [0,1] gilt f,,(x) = f(x).

Aufgabe 5.3 Starkes Gesetz der groBBen Zahlen, 4 Punkte

Seien (X, ),eN unabhingige, quadratisch integrierbare Zufallsvariablen mit
y, Yol @

n

n=1

Zeigen Sie mit Hilfe des Martingalkonvergenzsatzes das starke Gesetz der grofsen Zahlen fiir
(XH)HEN/ dh

S|~

(X — E[X)]) 55 0. 3
i—1

1

Aufgabe 5.4 F.s. Konvergenz von einem Martingal, 4 Punkte

Sei p € [0,1] und X = (Xu)nen, ein stochastischer Prozess mit Werten in [0, 1]. Fiir jedes
n € Ny gelte: Gegeben Xp, ..., X, ist

1—p+ pX,, mit Wahrscheinlichkeit X,
Xn+1 = (4)

pXn mit Wahrscheinlichkeit (1 — Xj,).

(a) Zeigen Sie, dass X ein Martingal ist und fast sicher konvergiert.

(b) Bestimmen Sie die Verteilung des fast sicheren Grenzwerts lim; ;e Xj.
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