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Aufgabe 8.1 Austauschbare Partitionen und Stichprobenziehung, 8 Punkte

Sei (Ω,F , P) ein W-Raum. Sei (si)i∈N eine Folge der reellen Zahlen mit si ≥ 0, i ∈ N und
∑∞

i=1 si ≤ 1. Sei P die Menge aller solchen Folgen (si)i∈N ausgestattet mit der Produktto-
pologie [0, 1]N. Sei Part(N) die Menge aller Partitionen von N. D.h. für π ∈ Part(N) gilt
π = (πi)i∈N, πi ⊂ N,

⋃∞
i=1 πi = N, πi ∩ πj = ∅ für i 6= j. Die Menge der Partitionen

Part(N) ist metrisierbar mit dem Abstand

ρ(π, π′) := inf
{

1
n

: π|[n] = π′|[n]
}

, π, π′ ∈ Part(N), (1)

wobei ·|[n] die Projektion auf {1, . . . , n} bezeichnet. Jede Partition π ∈ Part(N) induziert eine
Äquivalenzrelation auf N

i ∼
π

j def⇔ ∃k ∈N : i, j ∈ πk. (2)

Sei σ : N→N eine Bijektion und sei Sym(N) die Gruppe von allen solchen Bijektionen. Diese
agieren auf Partitionen wie folgt

σ(π) = (σ−1(πi))i∈N. (3)

Ein W-Maß auf Part(N) heißt austauschbar, falls das W-Maß invariant unter allen Transfor-
mationen σ aus (3) ist.

(a) Sei ν ∈ M1(P) und L[(si)i∈N] = ν. Sei (mn)n∈N u.i.v. ZVen mit Werten in N ∪ {∞}
und

P{mn = k} = sk, P{mn = ∞} = 1−∑
k

sk. (4)

Wir betrachten nun die zufällige Partition π =: Samp(ν) mit den Äquivalenzklassen

{n ∈N : mn = k}, k ∈N (5)

und {n}, falls mn = ∞, n ∈N. Zeigen Sie, dass L[π] austauschbar ist.

(b) Zeigen Sie, dass sich jede austauschbare zufällige Partition π als Samp(ν) für ν ∈
M1(Part(N)) darstellen lässt.

Hinweis: Benutzen Sie den Satz von de Finetti und verfahren Sie wie folgt:

1. Sei π(ω) eine Stichprobe aus π, ω ∈ Ω. Für alle i ∈ N betrachten wir die U[0, 1]-
verteilte unabhängige ZV Wi. Wir definieren Vn := Wi, wobei n ∈ πi.

2. Zeigen Sie, dass die Folge (Vn)n∈N komplett die Partition π(ω) beschreibt.
3. Zeigen Sie, dass die Folge (Vn)n∈N austauschbar ist. Benutzen Sie den Satz von de

Finetti für (Vn)n∈N.
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Aufgabe 8.2 Gauß’sche Verteilung als eine δ-Folge, 4 Punkte

Seien X, X1, X2, . . . und Y1, Y2, . . . reelle ZVen. Es gelte L[Yn] = N (0, 1/n) für jedes n ∈ N.

Man zeige: Es gilt genau dann Xn
D−→ X, wenn Xn + Yn

D−→ X für n→ ∞.

Aufgabe 8.3 Schwache vs. vage Konvergenz, 4 Punkte

Sei E = R und µn = δn für n ∈N. Zeigen Sie:

v-lim
n→∞

µn = 0, (6)

jedoch ist (µn)n∈N nicht schwach konvergent.

8 – 2


	Schwache Konvergenz undAustauschbarkeit
	Austauschbare Partitionen und Stichprobenziehung
	Gauß'sche Verteilung als eine -Folge
	Schwache vs. vage Konvergenz


