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Ubungen zur Vorlesung Wahrscheinlichkeitstheorie I
Ubungsblatt 3
MENGENFUNKTIONEN

Aufgabe 3.1 (Beispiele). (4 Punkte)
(a) Sei Q := {1,...,4} und F := {{1,2}, {2,4}, {1,3}, {3,4} }. Finde Wahrscheinlich-
keitsmaBe p # v auf (Q,0(F)) mit u(F) = v(F) fiir alle F € F.

(b) Finde eine Algebra A C 2N auf IN und einen Inhalt u: A — [0,1] der nicht o-stetig ist.
(¢) Finde ein o-endliches Maf p auf (R, B(R)) mit

1(la, b)) = oo Va < b.

(d) Gib einen Mafiraum (2, A, i) an, so dass p nicht o-endlich ist.

Aufgabe 3.2 ((Gegen-)Beispiele zur Fortsetzung von Maflen). (4 Punkte)
Betrachte 2 = R. Sei F = { A C R | A endlich }, Ay die von F erzeugte Algebra, und A die
von Ag erzeugte o-Algebra.

(a) Fiir A € Ay Sei
1, A unendlich
A — b b
Ho(4) {0, A endlich.

Zeige, dass po ein Inhalt auf Ap ist. Lasst sich po zu einem Maf auf A fortsetzen? (mit
Begriindung)

(b) Finde zwei verschiedene, endliche Mafle p # v auf A, die auf dem N-stabilen Erzeuger
F iibereinstimmen.

(c) Lassen sich die Mafle i und v aus (b) als Wahrscheinlichkeitsmafie wihlen?

Aufgabe 3.3 (Inhalte und Subadditivitét). (4 Punkte)
Sei A ein Semiring und p ein Inhalt auf A. Seien A, Ay, As, ..., A, € A, n € IN. Zeige:

(a) Es existieren disjunkte Mengen D1, ..., D,, € A, m € N, so dass
n m
A\ J 4; = |H D (1)
j=1 k=1

HiNnwEIS: Benutze die vollstindige Induktion bzgl. n.

Bitte wenden!



(b) [Monotonie] Seien nun A, ... A, disjunkt und W;_; A; C A, dann gilt

> nlA)) < u(A). (2)
j=1

HINWEIS: Benutze (a).
(c) [Subadditivitét] Sei A C U;L:1 Aj, wobei Aq,..., A, nicht unbedingt disjunkt. Dann
gilt

u(A) <3 p(Ay). 3)
j=1

HINWEIS: Betrachte gj = (ANAj)\ Ui; (AN Ag) und wende (a) auf diese Mengen
an. Anschlieffend benutze (b).

Aufgabe 3.4 (Teilrdume). (4 Punkte)
Sei (€2, .A) ein messbarer Raum und A € A. Die Einschrénkung von A auf A ist AJ 4, :={ B C
A|Be A}

(a) Zeige, dass A[ 4 eine o-Algebra ist.

(b) Sei p ein Wahrscheinlichkeitsmafl auf (A, Al4). Definiere i(B) = p(B N A) fur alle
B € A. Zeige, dass i ein Wahrscheinlichkeitsmaf} auf (€2,.4) ist.

(c) Sei nun © ein topologischer Raum und A = B(Q2) die Borelsche o-Algebra. Zeige, dass
B(A) = Al 4, wobei A natiirlich mit der Teilraumtopologie versehen ist.

Abgabe Di, 05.05. bis 12:00 in den Ubungskasten

Arbeitsgruppenvortrige:
Am 05.05. gibt PhD Alexander Kulikov (Moscow Institute of Physics and Technology) einen
Vortrag iiber

Hedging price risk in commodity markets in presence of volumetric and currency risk

Hierzu ergeht eine herzliche Einladung. Zeit: Di, 16:15 — 17:15. Raum: WSC-S-U-3.03



