Klimovsky/Lohr/Winter Sommersemester 2015

Ubungen zur Vorlesung Wahrscheinlichkeitstheorie I
Ubungsblatt 4
FORTSETZUNG VON MABEN

Aufgabe 4.1 (Vervollstindigung von Mafiriumen). (5 Punkte)
Sei (X, A, ) ein Mafiraum und N := {N C X | 3A € A: u(A) =0, N C A} die Menge
aller Teilmengen von p-Nullmengen. Sei

A, = o(AUN).
(a) Zeige, dass N o-U-stabil ist, und ) € N.
BEMERKUNG: Ein Mengensystem mit diesen beiden Eigenschaften heiffit o-Ideal.
(b) Zeige, dass A, ={AUN|Aec A, NeN}.
(c) Zeige, dass i( AU N) := p(A) ein MaBl auf A, definiert.

d) Zeige, dass der Mafiraum (X, A, i) vollstindig ist (d.h. Teilmengen von fi-Nullmengen
( g o i g g fi g
sind A,-messbar).

(e) Bestimme A, fir A := B(R) und p := 6, mit € R. Hierbei ist §, das Dirac-Maf,
1, z€A
0, z&€ A

definiert durch 0,(A) = 14(z) = { fir Ae A

Aufgabe 4.2 (Zylindermengen). (3 Punkte)
Sei © := {0, 1} die Menge aller Folgen aus Nullen und Einsen. Mengen der Form
[a1,...,an] = {w=(Wk)keNn €EQ|wp =ag, k=1,...,n}
fir n € N, a1,...,ay, € {0,1}, heiflen Zylindermengen. Wir definieren
Z, = {la1,...,an] | ar,... a0 € {0,1} }, Z = {@}UUZn, A= o(2).
nelN
(a) Zeige, dass Z ein Semiring ist.

(b) Sei Q mit der Metrik

d(x,y) = SHHI;T”Ixn — Un|
ne

versehen. Zeige, dass A = B(Q).

(c) Zeige: (£2,d) ist ein kompakter metrischer Raum.

HINWEIS: Ein topologischer Raum ist genau dann kompakt, wenn jede Uberdeckung vom
Raum mit den offenen Mengen eine Uberdeckung mit endlich vielen offenen Mengen
enthdlt.

Bitte wenden!



Aufgabe 4.3 (Bernoulli-Ma#f). (4 Punkte)
Seien , Z, A wie in Aufgabe 4.2, p € [0, 1], und (mit der Konvention 0° = 1)

n

,u([al,...,an]) = Hp‘”(l—p)lfai, n € IN.
i=1

(a) Zeige, dass p ein Inhalt auf Z ist.

(b) Seien A, Ay, Ag,... € Z mit A C |Jyo | Ak. Zeige, dass es ein n € IN gibt mit
n
A C U Ay
k=1

HiNwEIS: Verwende Aufgabe 4.2(b).

(c) Zeige, dass sich p eindeutig zu einem Maf} auf A fortsetzen ldsst.

HiNnwEIs: Verwende Teil (b).

Aufgabe 4.4 (Menge der additiven Zerleger ist o-Algebra). (4 Punkte)
Sei p* ein duBeres Mafl auf Q und

M) = {ACQ|VECQ: " (E)=p"(ANE)+pu*CANE)}
die Menge der p*-messbaren Mengen.

(a) Zeige, dass M(u*) durchschnittsstabil ist.

(b) Zeige, dass M(u*) ein Dynkin-System ist.

HINWEIS: Zeige zundchst induktiv p* (E 0L, 4;) = S0, w*(E N A;) fir disjunkte
AL Ay e M),

(c) Zeige, dass M(u*) eine o-Algebra ist.

Abgabe bis Di, 12.05. am Anfang der Ubungsstunde

Arbeitsgruppenvortréige:
Am 05.05. gibt PhD Alexander Kulikov (Moscow Institute of Physics and Technology) einen
Vortrag iiber

Hedging price risk in commodity markets in presence of volumetric and currency risk

Am 12.05. gibt Prof. Albert Shiryaev (Steklov Mathematical Institute, Moscow) einen Vor-
trag.

Hierzu ergeht eine herzliche Einladung. Zeit: Di, 16:15 — 17:15. Raum: WSC-S-U-4.01



