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Ubungen zur Vorlesung Wahrscheinlichkeitstheorie I
Ubungsblatt 7
UNABHANGIGKEIT & 0-1 GESETZE

Aufgabe 7.1 (Faltung). (4 Punkte)
Das Faltungsprodukt p*v zweier Wahrscheinlichkeitsmafle i, v auf R ist wie folgt definiert:
Seien X, Y unabhéngige Zufallsvariablen mit Px = g und Py = v. Dann ist u* v := Px.y
die Verteilung der Summe.

Sei poiy die Poissonverteilung mit Parameter ¢ > 0, und A(g ;) das Lebequemaf auf [0, 1].

(a) Berechne die Dichte von Ajg 3 * poiy.
(b) Zeige, dass  poiy *poiy = poi.y . Ve, d > 0.

(c) Ist die Faltung zweier geometrischer Verteilungen wieder eine geometrische Verteilung?

Aufgabe 7.2 (Lemma von Borel-Cantelli). (4 Punkte)
Sei B, die Bernoulli-Verteilung auf {0,1} mit Parameter p € [0,1] (also B,({1}) = p). Sei
(Xn)nen eine Folge unabhéngiger Zufallsvariablen, wobei die Verteilung von X,, durch Bi
gegeben sei. Wie grof} ist die Wahrscheinlichkeit, dass die Folge konvergiert, d.h. !

P{we ’ X, (w) konvergiert fiir n — oo })?

BEMERKUNG: Fualls die Wahrscheinlichkeit 1 ist spricht man von fast sicherer Konvergenz.

Aufgabe 7.3 (terminale o-Algebra & Kolmogoroff’sches 0-1 Gesetz). (4 Punkte)
(a) Entscheide fiir die folgenden Mengen, ob sie im Allgemeinen in der terminalen o-Algebra
einer folge (X, )nenw von R-wertigen Zufallsvariablen enthalten sind.

n
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Wie immer ist hierbei {sup, X, > 1} :={w € Q { sup,, Xp(w) > 1}, usw.

(b) Seien X,, n € IN, unabhiingig und jeweils gleichverteilt auf {—1,1}. Definiere S, :=
> h1 X, und zeige, dass lim supS,, = oo fast sicher gilt (also P({ limsupS, = oo }) = 1).

n—oo n—oo

HiNWEIS: Verwende das 0-1 Gesetz und Symmetrie beziiglich Vorzeichenwechsel.

Bitte wenden!



Aufgabe 7.4 (Box-Muller Methode). (4 Punkte)

(a) Seien (€,.A) und (£, A’) messbare Rédume, und P, WahrscheinlichkeitsmaBe auf €.

Sei @: Q — Q' ein Borel Isomorphismus, also bijektiv, messbar und mit messbarer
Umkehrabbildung. Zeige, dass aus Py = Q¢ schon P = @ folgt.

(b) Seien U,V unabhingige, auf [0, 1] gleichverteilte Zufallsvariablen,
X = +/—2log(U) - cos(2mV) und Y = y/—2log(U) - sin(27V).

Zeige, dass X und Y unabhingig und jeweils standard normalverteilt sind (also nor-
malverteilt mit Erwartungswert 0 und Varianz 1).

HINWEIS: Verwende (a) mit P = Pix,y) und ® gleich Polarkoordinatentransformation.

Abgabe bis Di, 16.06. am Anfang der Ubungsstunde

Arbeitsgruppenvortrige:
Am 09.06. gibt Prof. Andrea Barth (University of Stuttgart) einen Vortrag.

Am 16.06. gibt Prof. Stefan Ankirchner (Uni Jena) einen Vortrag.
Hierzu ergeht eine herzliche Einladung. Zeit: Di, 16:15 — 17:15. Raum: WSC-S-U-3.03



